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1 Einleitung

In der Vorlesung ,Einfiihrung in die Logik® (WS07/08, WS09/10)! wurden zwei
Verfahren vorgestellt, um semantische Eigenschaften von Formeln — wie z. B. Allge-
meingiiltigkeit — festzustellen: das Wahrheitstafelverfahren und das Tableauverfahren.

Aussagesymbolen werden zunichst Wahrheitswerte zugeordnet (Bewertung Z), und
die Bedeutung der logischen Konstanten wie —, A, V, — wird dann durch Funktionen
von Wahrheitswerten (elementare Wahrheitstafeln) festgelegt.

Definition 1.1
Eine Bewertung 7 ist eine Funktion, die jedem Element der Menge von Aussagesym-
bolen A einen der Wahrheitswerte w oder f zuordnet, d.h. Z : A —{w.f}.

Definition 1.2
Falls 4 zu A gehort, ist A wahr unter T, falls Z(A) = w, und falsch unter T, falls
7(4) = f.

T ist wahr unter T.
L ist falsch unter T.

—A ist wahr unter Z, falls A falsch unter T ist,
falsch unter Z, falls A wahr unter T ist.

A N B ist wahr unter Z, falls A und B wahr unter 7 sind,
falsch unter T  sonst.

AN B ist wahr unter T, falls A wahr unter 7 oder B wahr unter T
oder beides der Fall ist,
falsch unter T  sonst.

A — B ist wahr unter 7, falls es nicht der Fall ist, daB3 A wahr unter T
und B falsch unter T ist,
falsch unter T  sonst.

Ausdruck der Wahrheitswertabhingigkeit durch Wahrheitstafeln:?

Negation Konjunktion Disjunktion Implikation Grenzfiille
A| -4 A B|ANB A B|AVB A B|A—=B T 1
w| f W W w W W w w W w W Tt
f w w f f w f W w f f

f w f f w w f w w

f f f f f f f f w

'Skriptum [9]: http://www-Is.informatik.uni-tuebingen.de/psh /lehre /skripten /logik.pdf.
’In der ,Einfiihrung in die Logik* wurde die Disjunktion als Adjunktion und die Implikation als
Subjunktion bezeichnet.


http://www-ls.informatik.uni-tuebingen.de/psh/lehre/skripten/logik.pdf
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Die Bedeutung der Quantoren wird so festgelegt, dal3 zusédtzlich den Pradikatsymbolen
Attribute tiber einem Universum U zugeordnet werden, und den Konstanten Ge-
genstinde aus U zugeordnet werden. Dies ergibt (zusammen mit der Zuordnung von
Wabhrheitswerten zu Aussagesymbolen) eine Interpretation Z tiber U, bzgl. der dann
die Bedeutung der Quantoren festgelegt wird.

Die Untersuchung von Formeln auf Eigenschaften wie Allgemeingiiltigkeit besteht
dann beim Wahrheitstafelverfahren darin, den Wahrheitswert der Formel fiir jede
Interpretation der Aussagesymbole zu bestimmen.

Definition 1.3
A heiB3t allgemeingiiltig oder eine Tautologie, wenn A unter allen Bewertungen wahr
ist. Schreibweise: = A.

BEISPIEL.

Wabhrheitstafel fiir (AV (BAC)) = ((AVB)A(AV C)):
A B C|l4 v B AN C) — (4 v B) AN (4 v Q)
W W W W w W W w W
w w f W f W W w W
w [ w W f w W W W
w f f w f W w W W
f w w W W W w W W
f w f f f W W f f
f f w f f W f f 4
f f f f f w f f f

Beim Tableauverfahren wird nicht von der Zuordnung von Wahrheitswerten zu den
Aussagesymbolen ausgegangen, sondern im ersten Schritt der Ausgangsformel der
Wahrheitswert f (Signatur) zugeordnet, um dann systematisch zu untersuchen, ob
unter dieser Annahme (daB die Ausgangsformel falsch ist) Bewertungen gefunden
werden konnen, unter denen dies nicht der Fall ist. Treten nur Widerspriiche auf
(geschlossene Zweige), so bedeutet dies, daB3 es keine Bewertung geben kann, unter
der die Formel falsch ist. Also mul} die Formel unter allen Bewertungen wahr sein,
d. h. allgemeingiiltig.

Definition 1.4
Ein analytisches Tableau ist eine Baumstruktur von signierten Formeln, die nach
folgenden Regeln generiert wird:

wA—B fA4—B
fA|wB w A
fB
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wANB fANB
w A fA‘fB
w B
wAVB fAVB
wA|wB fA
f B
w —A f A4
fA w A

Ein analytisches Tableau fiir A ist ein Tableau das mit f 4 beginnt.

BEISPIEL.
Tableau fiir (AV(BAC)) = ((AVB)A(AVC)):

1. f(AV(BAC))—=((AVB)A(AVC))

2. wAV(BAC) (1)
3. f(AVB)AN(AVC) (1)
4. w A (2) wBAC (2)
5. fAvB ()| fAvC (3) w B (4)
6. f4 (5 f4 (5 wC (4)
7. fB (5| fc (5| fA4vB (3)| fAvC (3)
8.  4x6 4x6 fA (7) fa (7)
9. fB (7| fc (7

5x9 6x9

Beide Verfahren sind in dem Sinne semantische Verfahren, dall zunachst Interpre-
tationen festgelegt werden, die dann systematisch untersucht werden. (Man kann
beide Verfahren allerdings auch als syntaktische Verfahren auffassen. Wir hatten das
Tableauverfahren zumindest so aufgefaBt (siche Korrektheit und Vollstindigkeit)?3.)

Beide Verfahren spiegeln jedoch nicht die ‘natiirliche’ Form von Argumentationen
oder Beweisen wieder, da hier normalerweise nicht erst Interpretationen vorgenommen
werden, die dann untersucht werden, sondern einfach von Aussagen zu anderen
Aussagen libergegangen wird. Letzterem entsprechen Regelkalkiile wie z. B. die Kalktile
des natiirlichen SchlieBens.

3Siehe Skriptum zur Vorlesung ,Einfiihrung in die Logik™ [9] unter http://www-Is.informatik.
uni-tuebingen.de/psh/lehre/skripten /logik.pdf.


http://www-ls.informatik.uni-tuebingen.de/psh/lehre/skripten/logik.pdf
http://www-ls.informatik.uni-tuebingen.de/psh/lehre/skripten/logik.pdf




2 Natiirliches Schlieflen

Literatur
Jaskowski, S. (1934). On the Rules of Suppositions in Formal Logic. Studia Logica 1,
5-32.

Gentzen, G. (1935). Untersuchungen iiber das logische Schlieflen. Mathematische
Zeitschrift 39, 176-210, 405-431. (Online: http://gdz.sub.uni-goettingen.de .)

Prawitz, D. (1965). Natural Deduction. A Proof-Theoretical Study. Stockholm: Alm-
qvist & Wiksell. Wiederabgedruckt 2006 (Mineola: Dover Publications).

Troelstra, A. S. & Schwichtenberg, H. (2002). Basic Proof Theory (2nd ed.). Cambridge
University Press.

Bornat, R. (2005). Proof and Disproof in Formal Logic. An Introduction for Program-
mers. Oxford University Press.

2.1 Einfiihrendes Beispiel

(Nach Gentzen.)

Wir wollen zeigen: Es gilt (AV (BAC)) = ((AVB)A(AV C)).

Angenommen, es gilt 4 oder B A C. Dann konnen zwei Félle unterschieden werden:

1. Fall: A gilt. Dann gilt auch 4V B und 4V C. Somit gilt auch ((4V B)A(4V C)).

2.Fall: B AC gilt. Da B A C gilt, gilt sowohl B als auch C. Aus B folgt AV B und
aus C folgt AV C. Somit gilt auch (AV B)A(AV C)).

Unter der Annahme, daB 4V (B A C) gilt, gilt also in allen Féllen ((AV B)A (AV C)).
Somit gilt (AV (BAC)) = ((AVB)A(AVC)).

2.2 Sprache

Definition 2.1
(i) Formeln werden aus Atomformeln und L (falsum) gebildet: (A A B), (AV B),
(A— B), =A. Esist =4 := A — 1. (L wird als nicht atomar behandelt.)

(ii) Klammerung: Linksklammerung und die {iblichen Regeln zur Klammerersparnis.

(iii) Bindungsstiirke: wie Ublich, d. h. — bindet am stéirksten, A und V binden stirker
als —.

BEMERKUNG.

Wir verwenden nur metasprachliche Variablen fiir Objektzeichen, aber keine Objekt-
zeichen. Wir reden nicht iiber konkrete Formeln, sondern nur uber Formeln von
bestimmter Form.


http://gdz.sub.uni-goettingen.de
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2.3 Die Kalkiile des natiirlichen SchlieBens NK, NI und NM

Die Kalkiile des natiirlichen SchlieBens gehen auf Jaskowski und Gentzen zuriick.

MOTIVATION.
1. Grundidee: Es werden keine Axiome, sondern nur Annahmen verwendet.
2. Grundidee: Die Abhdngigkeit von Annahmen kann geloscht werden.

A

B B ist noch von der Annahme A4 abhéngig
A — B A — B istnicht mehr von 4 abhingig

Regeln fiir NK (junktorenlogisch)

EINFUHRUNG BESEITIGUNG
A B ANB AANB
I E
(A1) ANB (AE) A B
[A] [B]
A B : :
\Va | VE
(vI) AVB AV B (VE) AV B C C
C
[4]
: A—-B A
—1 —E
(=1 ; (—B) :
A— B
[-A]
1), :
(L) N
A

NI (intuitionistisch) hat % (L) statt (L), .
In NM (minimal) fehlt (L), ersatzlos.

Der Gebrauch von Annahmen und die Anwendung der Regeln von NK werden
zunichst durch einige Beispiele fiir Ableitungen veranschaulicht. Die genaue Definition
einer Ableitung wird im Anschlul3 gegeben.
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BEISPIELE.

(A—B)AN(A4—C) (A—B)AN(4—C)
A B WE) - 4o A C (NE) o
3 (—E) c (—E)
&(—)I)(l) (A1)
A—BANC

(D markiert die zusitzliche Annahme, die in der Ableitung geldscht wird.
(i) A=(B—=C)Fng(A—B)—(A4—C)

A—(B—=C) 4W 4B 40
B—C (= E) B (

C
A—C (
(A—=B)—=(4—C)

(=D

() und @ markieren die zusitzlichen Annahmen, die in der Ableitung geldscht
werden.

(iii) =—A Nk 4
Hierbei ist =4 := 4 — 1 . Die Behauptung bedeutet also: (4 —_1) — L g 4
A—-1)—»1L A4—1W

7 (J—)c (1)

(—E)

(L), entspricht somit der Beseitigung der doppelten Negation.

() markiert die zusitzliche Annahme, die in der Ableitung geloscht wird.

(iv) Fag(AV (BAC))— ((AV B)A(AV C)) (Beispiel nach Gentzen.)

BACWD BACW
~———(E) ———(AE)
AW AW B C
YD gyeWvh o Zug vl AVCEXB
(AV(BAC)®  ((AVB)A(AVC)) ((AVB)A(4AV C))
(VE) )
((AVB)AN(AVC)) Do

(AV(BAC))—=(AVB)A(AVC))

() und @ markieren die zusitzlichen Annahmen, die in der Ableitung geldscht
werden.

Jetzt die formelle Definition einer Ableitung. Wir betrachten eine Sprache mit | als
Grundzeichen. =4 ist definiert als 4 — 1 .
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BEMERKUNG.

Warum braucht man keine Regel fur T (verum)?

Weil man T unter Verwendung des Grundzeichens | definieren kann: T := | — 1.
(Es ginge natiirlich auch T := 1 — 4 oder T := 4 — A fiir beliebige 4, wobei A4
jedoch kein Grundzeichen ist.)

Definition 2.2

(i)

Eine Ableitung D ist ein Paar (T, f), wobei T Formelbaum und f Ldschungs-
funktion auf T ist.

ARBEITSBLATT.
Beweisen Sie: AN (BAC)Fnk AN B.

AN(BAC)

ANBAC (NE)
( ) (AE) BAC (g
4 (AT)
ANB
Die Endformel A A B hingt von den offenen Annahmen AN\ (B A C) ab. <
BEISPIEL.
Betrachte Ableitung des Assoziativgesetzes fir A: AN (BAC)Fng(AAB)AC
AN(BAC) (AE)
AN(BAC AN(BAC
A B BAC
(AT) (ANE)
ANB C
(AT)
(ANB)ANC

Der Formelbaum 7 dieser Ableitung hat dann die ne-
benstehende Form (wobei im eigentlichen Formelbaum
den Knoten die entsprechenden Formeln zugeordnet
sind).

Eine Lischungsfunktion auf T ist dabei eine partielle Funktion (partiell = nicht
fur alle Argumente definiert) von der Menge der Blitter von 7 in die Knoten
von 7T auBer der Wurzel (Blitter sind Grenzfille von Knoten).

ARBEITSBLATT.
Beweisen Sie: BV C Fng(AV B) Vv C.
B W
ave v cw
_AVE vI)
BvC (AvVB)vVC (AVB)VvVC E) o)
1

(AVB)VC
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Die Endformel (4 V B) v C hingt noch von der offenen Annahme B Vv C ab. Die
Annahmen B und C wurden beim Ubergang zur Endformel in der Anwendung
der (Vv E)-Regel geldscht. <

BEISPIEL.
Betrachte Ableitung des Assoziativgesetzes fiir V: AV (BV C)Fng(AV B) Vv C

BW
vh o
A _AvB p €Y
A\/B(\/I(>I BvC®@ (AvB)VC(VI) (AVB)VCEVE)
AV (BVC) W ) (AVB)V C VE)

(AVB)VC (VE)@

(1 und @ markieren die zusitzlichen Annahmen, die in der Ableitung im vorletzten
und letzten Schritt bei der Regelanwendung (V E) geloscht werden.

Der Formelbaum 7 dieser Ableitung hat 1
dann die nebenstehende Form (wobei im ei-
gentlichen Formelbaum den Knoten die ent-

sprechenden Formeln zugeordnet sind: der > (3)
Ubersichtlichkeit halber sind die Knoten hier

durchnummeriert). ‘
Die Loschungsfunktion f ist: <5> <7>

ndeﬁmert @

BEMERKUNG.
Annahmen, die bei einer Regelanwendung geloscht werden konnen, miissen nicht
geloscht werden.*

(Falls Annahmen bei einer Regelanwendung nicht geloscht werden, miissen
diese offenen Annahmen natiirlich spater geloscht werden, um einen Beweis zu
erhalten.)

Insbesondere kann von B mit (— I) zu 4 — B iibergegangen werden, d. h. ohne
daB A als Annahme in einem Pfad vorkommen muB, der mit B endet. (Vgl. dazu
auch die Bemerkung zur Relevanzlogik in Abschnitt 2.5.)

Entsprechend ist die Regel % (L) (ex falso quodlibet sequitur) ein Spezialfall

4Man kann auch der sog. crude discharge convention folgen, unter der Annahmen zu Idschen sind.
sobald diese geloscht werden konnen.
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von (L), (reductio ad absurdum?), d.h. man kann von der Primisse | mit (L),
zu einer beliebige Konklusion tibergehen, ohne eine Annahme loschen zu miissen.

(iii) Eine Teilableitung einer Ableitung ist ein Teilbaum der Ableitung, wobei die
Loschungsfunktion auf die Blitter des Teilbaums, deren Wert nicht die Wurzel
des Teilbaums ist, eingeschrankt wird.

BEISPIEL.
Folgende Ableitung ist eine Teilableitung der vorigen Ableitung:
B
ave VY cm
_AVE gy C T (v
BvC (AvVvB)vVC (AVB)VvVC E)
1
(AVB)VC W

mit der Loschungsfunktion f: f(1) =7, f(4) =8, f(6) = undefiniert.

(iv) Die Blitter einer Ableitung heiBen Annahmen, die Wurzel heiBt Endformel.

(v) Annahmen, fir welche die Loschungsfunktion nicht definiert ist, heiBen offene
Annahmen, sonst geschlossene Annahmen.

BEISPIEL.
Betrachte vorige (Teil-)ableitung:
B
ave WD c
——— (V) —— (VI
BvC (AvB)vC (AVB)VC
(VE) m)
(AVB)VvVC

mit der Loschungsfunktion f: /(1) =7, f(4) = 8. f(6) = undefiniert.
BV C (Knoten 6) ist hier also eine offene Annahme, und B (Knoten 1) und C

(Knoten 4) sind geschlossene Annahmen.
(vi) Metasprachliche Zeichen fiir Ableitungen: D, D, D', ...

(vii) Notation von Lischungsfunktionen durch Ziffern:
AW A 40 B®. .. .BW

C D
E

>Im Unterschied hierzu bezeichnet Gentzen seine Regel NE als reductio ad absurdum. NE entspricht
unserem Schema (— I) fiir B = L. Begriffsgeschichtlich gesehen ist die Bezeichnung als reductio ad
absurdum sowohl fiir Gentzens Regel NE als auch fiir unsere Regel (), addquat. Hier wollen wir jedoch
nur die Regel (L), als reductio ad absurdum auffassen. Siehe dazu auch die nachfolgende Bemerkung
zur Ableitung des tertium non datur in Abschnitt 2.4.
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Dies bedeutet: Den Blittern 4 wird C, den Blattern B wird D zugeordnet.

Insbesondere diirfen also nur Annahmen geldscht werden, die (als Blitter) in
Pfaden zu einem Knoten vorkommen, auf den sich die Regelanwendung (bei der
geloscht werden kann) bezieht.

(Obiges Schema soll nur die Notation mit Ziffern veranschaulichen. Dem Schema
selbst entspricht keine Regel in NK.)

(viii)Schematische Darstellung von Regeln:
Das Beispiel
A By B,

C] C2 C3
D

bedeutet: Aus Ableitungen mit den Endformeln C;, C,, C; darf eine neue Ablei-
tung mit der Endformel D erzeugt werden. Die Loschungsfunktion der neuen
Ableitung enthdlt die der alten Ableitungen; ferner darf beliebig vielen Annahmen
A das C, und beliebig vielen Annahmen B; und B, das C; zugeordnet werden.

(ix) Allgemeine Form einer Regel:

1‘.111.../1.1/(1 A.nl---An.kn

BEMERKUNG.
Die Definition einer Ableitung D erfolgt also induktiv:

Induktionsbasis: Der aus nur einem Knoten bestehende Formelbaum mit der diesem
Knoten zugeordneten Formel A4 ist eine Ableitung von A aus der offenen Annahme 4.

Induktionsschritt: Seien Dy, D,, D; Ableitungen. Dann ist D eine Ableitung, die unter
Verwendung von Dj, D, oder D3 durch Anwendung einer der Regeln von NK (bzw.
NI oder NM) erzeugt wird. Fiir die Loschungsfunktion gilt dabei das oben Gesagte.

Man spricht dann von einer Ableitung in NK (bzw. in NI oder NM). Die Ableitbar-
keit einer Formel 4 aus einer Menge X von offenen Annahmen wird durch X + 4
ausgedruckt. Ist die Menge der offenen Annahmen leer (d. h. die Ableitung enthalt
nur geschlossene Annahmen), dann schreibt man + 4 (entsprechend verwendet man
‘|_NK’a ‘l_Nlj bzw. cl_NM’ fiir die Kalkiile NK, NI bzw. NM)
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2.4 Bemerkung zu reductio ad absurdum

BEISPIEL.
Fak AV A (tertium non datur)
Wir fithren die Negation zum Widerspruch (klassische reductio ad absurdum®):
(1) 4@
A (v) A7 (1)

—~(AV—-4)®  Av-4a —~(AV—-4)3  Av-4a
( ) (E) ( ) (E)

1 1
— (=D — (L)

BEMERKUNG.
Die Regelinstanz

und die Regel
(2)

sehen dhnlich aus. Warum sind dies nicht zwei Falle von reductio ad absurdum?

(1) driickt aus: Wenn A zu einem Widerspruch (d. h. L) fithrt, dann kann 4 nicht der
Fall sein, also —4.

(2) wiirde dann ausdriicken: Wenn —4 zu einem Widerspruch (d. h. L) fiihrt, dann
kann —4 nicht der Fall sein, also (nach obiger Argumentation) =—A4.

Es ist aber nicht von vorneherein klar, daB ——A4 und A4 dquivalent sind (diese
Aquivalenz wird von den Intuitionisten bestritten; siche Kapitel 4). Die Konklusion
von (2) ist aber nicht ——4, sondern 4. Also ist die Aquivalenz von =—4 und 4
eine besondere Eigenschaft von NK. Ohne (L), (d.h. in NI) kann ——A4 — A nicht
abgeleitet werden. (1) ist also kein Fall von reductio ad absurdum, sondern nur (2).

2.5 Bemerkung zur Relevanzlogik

Diein NK und NI ableitbaren Formeln 4 — (B — A4) (ex quodlibet verum sequitur) und
—A— (A — B) (ex falso quodlibet sequitur, bzw. ex contradictione quodlibet sequitur)
werden als Paradoxien der Implikation aufgefaB3t. Betrachtet man deren Ableitungen

4D 4
I — (L
B—>A(_> ) und B (L)
———— (=D (=D
A—(B—A) A— B
—1) @)
-A4—(A4A—B)

6Zur Verwendung der Bezeichnung ‘reductio ad absurdum’ vgl. die Bemerkung in FuBnote 5.
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so fallt auf, da3 B in beiden Ableitungen beliebig gewihlt werden kann. In der ersten
Ableitung ist B in B — A in diesem Sinne nicht relevant fiir 4, und in der zweiten
Ableitung ist 4 in 4 — B nicht relevant fiir B.

Eine Logik. in der weder 4 — (B — 4) noch ~4 — (4 — B) gilt, bezeichnet man als
Relevanzlogik.

Betrachtet man lediglich das implikative Fragment, d. h. den nur aus den Regeln (— 1)
und (— E) bestehenden Kalkiil, und fordert, daB bei Anwendung von (— 1) eine
Annahme geldscht werden muf3, dann sind die beiden Formeln nicht mehr ableitbar.
Die Forderung, daf3 bei der Anwendung von (— I) eine Annahme geldscht werden muB,
ist jedoch keine ausreichende Beschrankung, wenn statt des implikativen Fragments
der Kalkiil des natiirlichen SchlieBen NM fiir minimale Logik betrachtet wird. Dann
ist nur die zweite Formel nicht ableitbar, wihrend die erste unter Einhaltung der
Forderung, daB3 bei Anwendung von (— 1) eine Annahme geldscht werden muB3,
ableitbar ist:

4@ g AB) BsA4® pBO
L= (A]) —— (V) (—E)
ANB AV (B — 4 A® A
(AE) ( ) (VE) 2
B%A<_>(I)_SI))(2) B—>A(_>(I)_SI))(
- _ 3
A—(B—A) A—(B—A) )

Die beiden Ableitungen sind allerdings nicht in Normalform (siehe Kapitel 3), und
deren Normalisierung wiirde die Forderung bzgl. (— I) verletzen. In diesem Sinne ist
die Forderung nicht hinreichend, um eine Relevanzlogik zu erhalten.

2.6 Quantorenlogik

Wir erweitern unsere Sprache um folgendes Vokabular:

Definition 2.3
(i)  Individuenkonstanten (beliebig viele, metasprachliche Variablen: k. ki, ks, k', .. .),

Pridikatkonstanten jeweils mit Stelligkeit (metaspr.: P, Q. R, ...),
(A, B, C, ... bezeichnen weiterhin Formeln),

(keine Funktionskonstanten).

(ii) Individuenparameter oder ,freie” Variablen (metaspr.: a. b, c, . . .; abzédhlbar un-
endlich viele); gebundene Variablen (metaspr.: x, y. z. .. .; abzihlbar unendlich
viele).

(ili) Quantoren ¥ und 3.
(iv) Terme: Konstanten und Parameter: ¢, s. . . ..

(v) Atomformeln: P(t,,....t,) auch Pt ...1t,.
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Regeln fiir NK (quantorenlogisch)

Zu den junktorenlogischen Regeln werden die folgenden quantorenlogischen Regeln

hinzugefiigt:
EINFUHRUNG BESEITIGUNG
D) Ala) (VE) VxA(x)
VxA(x) A(t)
a in keiner Annahme,
von der A(a) abhingt
[A(a)]
dxA C
an A(t) (3E) xA(x)
IxA(x) C
a nicht in C und in keiner
Annahme auBler 4(a).
von der C abhidngt
BEMERKUNGEN.

A(a) bedeutet, daB der Individuenparameter a in der Formel 4 vorkommit.

A
A
(i

(x) bedeutet, daB die gebundene Variable x in der Formel A4 vorkommt.
(t) bedeutet, daB der Term ¢ in der Formel 4 vorkommt.
)

Die (VI)-Regel driickt aus, daBl wenn wir fiir einen Individuenparameter a die
offene Formel A(a) abgeleitet haben, wir auf VxA4(x) schlieBen diirfen. 4(a)
ist zwar keine Aussage (d.h. keine geschlossene Formel), die Ableitung von
A(a) kann jedoch als Schema fiir Ableitungen fiir jedes beliebige Individuum
aufgefaBBt werden (d.h. als Schema fiir Ableitungen, die mit den Aussagen
A(k), A(ky), A(k>). ... enden). Daher diirfen wir dann zur Aussage VxA(x)
tibergehen.

Die Pramisse A(a) darf dabei nicht von Annahmen abhidngen, in denen der
Individuenparameter @ vorkommt, da dann a nicht mehr fiir beliebige Individuen
stehen kann. Insbesondere hingt A4(a) von sich selbst ab, wenn A(a) eine
Annahme ist.

In der (3E)-Regel driickt die Pramisse 3xA4(x) aus, daB es (mindestens) ein
Individuum gibt, fir das 4 gilt. Nun nehmen wir an, daB} fiir ein beliebiges
Individuum A4 gilt — ausgedriickt durch A(a). Wenn wir unter dieser Annahme die
Pramisse C ableiten konnen, wobei ¢ weder in C noch in einer Annahme auller
Annahmen A(a) vorkommt, dann diirfen wir zur Konklusion C tibergehen, die
dann unabhiingig von Annahmen A(a) ist.
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BEISPIELE.
(i) Gebundene Umbenennung: 3xPx Fyg Iy Py

Pa (
dxPx dyPy
JyPy

31)
E)m

Die Endformel hdangt nicht mehr von der Annahme Pa ab.

(i) IxVyA(x,y)Fnk VyIxA(x, y)

M (v E)
A(a,b)
——(31)
IxVyA(x,y)  IxA(x.b) E)
EDTCDIV
VyIxA(x,y)

Im rechten Zweig konnte von VyA(a, y) mit (V E) zu A(a. r) ibergegangen werden.
Dann diirfte jedoch von 3xA4(x, ¢) nicht mit (VI) auf Vy3xA4(x, y) geschlossen
werden, da ¢ auch eine Konstante sein kann; bei (V1) darf es sich aber nur um
einen Parameter handeln. Deshalb wahlt man hier schon bei der Anwendung
von (VE) auf VyA(a, y) fiir y nicht einen Term ¢ (der auch eine Konstante sein
konnte), sondern einen Parameter b.

(iii) dxA(x) — BFnk Vx(A(x) — B) (x nicht freiin B)

IxA(x) =B 3IxA(x) E

A(a)— B
Vx(A(x)— B)

(VD)

Statt der Annahme A(a) hitte man auch die Annahme A(¢) als Pramisse von
(31) wihlen konnen. Da (V1) jedoch in der Primisse einen Parameter verlangt,
wihlen wir 4(a) (als Spezialisierung von A4(7)) schon in der Pramisse von (3 1)
als Annahme.

Definition 2.4
Der Parameter einer Regelanwendung mit Parameterbedingung heil3t Eigenparameter.

Notwendigkeit der Eigenparameterbedingung bei (VI) und (3 E)

Die Notwendigkeit der Eigenparameterbedingung bei den Regeln (V1) und (3 E) soll
anhand folgender inkorrekter Ableitungen erldutert werden:
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BEISPIELE.
(i) Inkorrekte Ableitung fur IxPx Fng VxPx:
Pa®
é (V1) 4 é
dxPx VxPx (3E) o

VxPx
Die Anwendung von (V1) ist inkorrekt, da an dieser Stelle Pa eine offene
Annahme ist, und somit der Eigenparameter a von (VI) in einer Annahme
vorkommt, von der Pa abhingt (offene Annahmen héngen von sich selbst ab).
Die Eigenparameterbedingung von (V1) ist also verletzt. (Die nachfolgende
Anwendung von (3 E) ist korrekt.)

(ii) Weitere inkorrekte Ableitung fiir Ix Px Fyk VxPx:

é IxPx Pa (3E) ) 4 é

Pa
VxPx (1)

Die Anwendung von (3 E) ist inkorrekt, da der Eigenparameter a in der Primisse
Pa von (3 E) vorkommt. Die Eigenparameterbedingung von (3 E) ist also verletzt.
(Die nachfolgende Anwendung von (V1) ist korrekt.)

(iii) Inkorrekte Ableitung fir IxPx, Ix—Px Fng L:

-Pa®  PaV
—E)
é dxPx 1L é
(3E)w ¢

1

Die erste Anwendung von (3 E) ist inkorrekt, da hier der Eigenparameter a

in einer Annahme auller Pa — namlich in der noch offenen Annahme —Pa —

vorkommt, von der die Pramisse | dieser Regelanwendung noch abhéngt. Die

Eigenparameterbedingung der ersten Anwendung von (FE) ist also verletzt.

(Hingegen ist die zweite Anwendung von (3 E) korrekt, da hier die Annahme

Pa schon geschlossen ist, und der Eigenparameter ¢ aus —Pa somit in keiner

Annahme auBler —Pa mehr vorkommt, von der die Pramisse L an dieser Stelle
abhingt.)

(iv) Inkorrekte Ableitung fur IxPx Fng VxPx:
-Pa'?  PpaV (

—E)
é dxPx - 1 (3E) ) 4 é
Pi (J—)c (2)
- (VD)
VxPx

Wie in (iii) ist auch hier die Anwendung von (3 E) inkorrekt. (Die Anwendung
von (V1) ist korrekt.)

Definition 2.5
Schematische Darstellung von Ableitungen:
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(1) D ,,D endet mit B.“
B

(ii) Ay, .... A, ,,D endet mit B, und A4, ..., A, konnen offene An-
D nahmen in D sein.*
B

(iii) [A.....4,] »In D konnen A4, ..., 4, als offene Annahmen vor-
D kommen, die jedoch beim Ubergang zu C geldscht
C werden.*

(iv) D; ,,Die offenen Annahmen 4; in D werden durch D,

A Ai... . A, ersetzt, wobel D; mit A; endet.”

D (Diese Notation bezieht sich auf diejenigen A4;, die

im Kontext gemeint sind — nicht notwendigerweise
auf alle vorkommenden 4;.)

Definition 2.6

(i)  Hauptpriimisse bei Eliminationsregeln ist diejenige Priamisse, in der das elimi-
nierte logische Zeichen vorkommt. Nebenprimissen sind die anderen Pramissen
(kommen bei (V E), (— E) und (3E) vor).

(ii) D ist eine Ableitung von A aus X , falls A Endformel von D ist und jede offene
Annahme aus D in X vorkommt.

(iii) D ist eine von X abhiingige Ableitung von A, falls D Ableitung von 4 aus X ist
und jede Formel in X als offene Annahme in D vorkommt.

(iv) A ist aus X ableitbar, falls es eine Ableitung von 4 aus X gibt.
Notation: X Fnk A, bzw. X Fnp A, bzw. X Fawm 4. (Falls Kalkiil im Kontext klar:
X+A4)

Definierbarkeit von 3 und V

Statt Regelpaare fiir die Quantoren V und 3 einzufiithren, gentigt es, nur fiir einen
Quantor ein Regelpaar anzugeben. Gibt man z. B. Regeln fiir V an, dann kann 3xA4(x)
durch =Vx—A4(x) definiert werden. Der Kalkiil NK’ unterscheidet sich dann von NK
durch das Fehlen der Regeln (31) und (I E).

Damit dieser Kalkiil 4quivalent zu NK ist, muB} folgendes gelten:
(i)  A(2)Fng IxA(x)
(ii)) Wenn X, A(a)Fnke C, dann X, IxA(x) Fykr C. wobei X eine Menge von Annah-

men ist, und der Parameter a nicht in C und in keiner Annahme in X vorkommt,
von der C abhangt.

BEWEIS.
(i) Esist
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Vx—A(x) W
-A(t) (VE) A(t)
(—E)
s
—Vx—A4(x)

Somit gilt mit IxA(x) := =Vx—-A4(x), daB A(¢) Fnkr IxA(x). Obige Ableitung
A(t)

abgekiirzt werden; man erhélt also (31).
IxA(x)

kann durch

X, A(a)
(i1) Sei : eine Ableitung von C aus X und A(a), wobei X eine Menge von

C
Annahmen ist, und der Parameter a nicht in C und in keiner Annahme in X
vorkommt, von der C abhdngt. Dann gilt wegen

X, A(a)®
-C? C
T (—E)
T (=1 m
(V1)

—Vx—A4(x) Vx—A(x)
Z(Weo

(= E)

unter Verwendung von 3xA4(x) := =Vx—4(x), daB X, IxA4(x) Fnk C.
[4(a)]

Obige Ableitung kann durch oA (x) C

abgekiirzt werden; man erhélt

C
also (3E) (mit entsprechender Eigenparameterbedingung). O

Entsprechend kann man auch 3 als Grundzeichen wihlen, und dann Vx4 (x) durch
—3Jx—A4(x) definieren. Der Kalkill NK’ unterscheidet sich dann von NK durch das
Fehlen der Regeln (V1) und (VE).

Damit dieser Kalkiil Aquivalent zu NK ist, mul} folgendes gelten:

(i) Wenn X Fng 4(a), dann X ks VxA(x), wobei X eine Menge von Annahmen
ist. und der Parameter a in keiner Annahme in X vorkommt, von der A(a)
abhangt.

(11) VXA()C) FNK A(l)

BEWEIS. e

(i) Sei : eine Ableitung von A(a) aus X, wobei X eine Menge von Annahmen ist,
A(a)
und der Parameter « in keiner Annahme in X vorkommt, von der A4 (a) abhingt.
Dann gilt wegen
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dx—A4 (x) @)
I
—Jx—A4(x)

(3E)
(=D

unter Verwendung von VxA4(x) := -3Ix—4(x), daB X Fyg VxA4(x). Obige Ab-
A(a)

VxA(x)

entsprechender Eigenparameterbedingung).

leitung kann durch abgekiirzt werden; man erhilt also (VI) (mit

(ii)) Esist

Somit gilt mit VxA4(x) := =Ix—A4(x), daB VxA4(x) Fng A(7). Obige Ableitung

kann durch vxA(x)

20 abgekiirzt werden; man erhélt also (VE). a
4

2.7 Induktionsbeweis, zwei Lemmas

Im folgenden werden zwei Lemmas per Induktion bewiesen. Was ein Induktionsbeweis
ist, soll zunéchst an folgendem Beispiel erlautert werden.

BeispIEL fiir Induktionsbeweis.

Wir beweisen per (vollstindiger) Induktion {iber dem Formelaufbau, da3 die Anzahl
der Klammern in Formeln immer gerade ist. (Wir betrachten Formeln ohne Klammer-
ersparnis, die so definiert sind: Wenn A, B Formeln sind, dann sind auch (4 A B),
(AV B), (4— B) und =4 Formeln.

BEWEIS.
Induktionsanfang: Fiir atomare Formeln A ist die Anzahl n, an Klammern 0. 0 ist
gerade, also Induktionsanfang erfillt.

Induktionsannahme: Die Anzahl der Klammern 74 bzw. np der (komplexen) Formeln
A bzw. B sei gerade.

Induktionsschritt: Wenn die Induktionsannahme stimmt, dann ist die Anzahl der
Klammern in (A A B), (AV B). (4 — B) und =4 gerade. Beweis durch Fallun-
terscheidung:
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1. Fall: Die Anzahl der Klammern in (4 A B) ist ny + ng + 2; da ny, ng nach
Induktionsannahme gerade, ist auch n, + np + 2 gerade.

2. und 3. Fall: Fir (4V B) und (4 — B) wie im 1. Fall.

4. Fall: Die Anzahl der Klammern in -4 ist ny + ng + 0; da ny, np nach
Induktionsannahme gerade, ist auch n, + np + 0 gerade.

Somit ist die Anzahl der Klammern in Formeln immer gerade. O

Voraussetzung fiir einen Induktionsbeweis ist die Existenz eines Induktionsmafes nach
dem die Objekte, iiber denen Induktion gefiihrt wird, wie die natiirlichen Zahlen
geordnet werden konnen. In obigem Beispiel war das Induktionsmal} die Anzahl an
Klammern.

Sei k¢ das gemil einem Induktionsmal kleinste Objekt, a ein beliebiges Objekt und a’
das gemalB dem Induktionsmal auf a folgende Objekt. Dann lautet die Induktionsregel:

[A(a)]

Alko)  Ala)
A(t)

wobei der Parameter a in keiner Annahme auBer 4(a) vorkommen darf, von der 4(a’)
abhingt. Die linke Pramisse 4 (k) ist der Induktionsanfang, A4 (a) ist die Induktionsan-
nahme, und die Ableitung von A4(a’) unter Verwendung der Induktionsannahme A4(a)
ist der Induktionsschritt. Ein Induktionsbeweis entspricht dann folgendem Schema:

[A(a)]

Alky)  Ala')
A(b)
VxA(x) V1)

Nun beweisen wir zwei Lemmas per Induktion tiber dem Aufbau von Ableitungen.

(Induktionsregel)

(Induktionsregel)

Lemma 2.7

Die Stirke von NI wird nicht eingeschriinkt, wenn man bei (1) annimmt, daf die
Konklusion atomar ist. Dasselbe gilt fiir NK und (L), fiir Formeln ohne V und 3. (Die
logische Konstante 1 wird nicht als atomare Formel behandelt.)

BEWEIS.

Sei (L)“ die auf atomare Konklusionen eingeschrinkte Regel (_L). Dann ist zu zeigen:
Wenn X by A4 mit (L), dann X by 4 mit (LL)¢. Beweis per Induktion {iber dem
Aufbau von Ableitungen (bzw. iiber dem Rang (Rang hier aber nicht definiert)):

D D
Induktionsanfang: Fiir atomare Formeln A4 gilt: Wenn | ,dann | , - Der
o (L) o (L)

Induktionsanfang ist also erfiillt.
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Induktionsannahme: Die Formeln 4 und B seien wie folgt ableitbar:

D D
1 bzw. | )
o (L) B (L)

Induktionsschritt: Wenn die Induktionsannahme stimmt, dann sind A A B, AV B,
A— B, ~A,VxA(x) und 3xA4(x) ableitbar.

Wir betrachten nur den Fall 4 A B (restliche Fille als Ubungsaufgabe): Da nach
D

D D
Induktionsannahme L (1) und L (1) Ableitungen sind, ist mit | ()
4 B ANB
D D
auch % (L) % (L) eine Ableitung.
ANB (D)

(Dadurch wird der Rang der Konklusion von (L) schrittweise verringert, bis
man bei atomaren Konklusionen ankommt.)

Da L hier nicht als atomare Formel aufgefa3t wird, mu3 auch der Fall behandelt
werden, bei dem | Konklusion der Regel (L) ist: Da nach Induktionsannahme

D
L eine Ableitung ist, ist mit | auch D eine Ableitung. (Wiirde L hin-
i (1) T (L) 1

gegen als atomare Formel aufgefa3t, dann wére dieser Fall im Induktionsanfang
enthalten.)

Fir NK und Formeln ohne V und 3 zeigt man per Induktion entsprechend: Wenn
X Fnk A mit (L), dann X Fyg 4 mit (L)¢, wobei ()¢ die auf atomare Konklusionen
eingeschrinkte Regel (L), sei.

[—4] [—A4]
Induktionsanfang: Fiir atomare Formeln A gilt: Wenn D , dann D
i (_L) i ( _L)a
A A

Der Induktionsanfang ist also erfiillt.

Induktionsannahme: Die Formeln 4 und B seien wie folgt ableitbar:

[—4] [—-B]
f bzw f
o (L) B (L)

Induktionsschritt: Wenn die Induktionsannahme stimmt, dann sind A A B, AV B,
A— B, =A,VYxA(x) und 3xA4(x) ableitbar.
Wir betrachten wieder nur den Fall 4 A B (restliche Fille als Ubungsaufgabe):
[-A] [-B]

D
Da nach Induktionsannahme und Ableitungen sind,

1 1
i (L), B (L)e
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ANB ANB
[ ] (AE) [ | (AE)
[—4] A [-B] B
[~4 A B] 1 0B T
———— (=1 (—1)
ist mit lj auch ~(41B) ~(41B) eine
D D
(AT)
) ANB
Ableitung.
[—A]
Fir L gilt: Da nach Induktionsannahme Yj eine Ableitung ist, ist mit
[--L] [L] 4 .
10
f auch eine Ableitung. (Wiirde L hingegen als atomare

Formel aufgefaB3t, dann wire dieser Fall im Induktionsanfang enthalten.) O

Definition 2.8
Eine Regel R ist zuldissig in einem Kalkiil K, wenn folgende Implikation gilt:

Wenn by, g A, dann g A.

(Dabei bedeutet g,z 4, daB A4 in dem um die Regel R erweiterten Kalkiil K ableitbar
ist, und ¢ 4 bedeutet, daBl 4 im Kalkiil K ohne die Regel R ableitbar ist.)

BEMERKUNGEN.

Lemma 2.7 kann dann auch so formuliert werden: Sei NI¢ der Kalkil NI, bzw. NK¢
der Kalkil NK, mit der auf atomare Konklusionen beschrinkten Regel (L), bzw.
(L)4. Dann ist die Regel (L), bzw. (L), zuldssig in N1¢, bzw. NK*.

Lemma 2.9 (Parameterseparierung)
Gegeben sei eine unendliche echte Teilmenge P der Menge der Parameter.

Jede Ableitung D von A aus X lift sich in eine Ableitung D' von A aus X umformen, so
dap gilt:

(i) Alle Eigenparameter von D' sind in P.

(ii) Jeder Eigenparameter in D' ist Eigenparameter einer einzigen Anwendung von (V1)
oder (3E).

(iii) Der Eigenparameter einer Anwendung von (¥ 1) kommt nur iiber dieser Anwendung
yor.

(iv) Der Eigenparameter einer Anwendung von (3E) kommt nur iiber der Neben-
prdmisse dieser Anwendung vor.
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(v) Bis auf Umbenennung von Parametern unterscheiden sich D und D' nicht.

BEWEIS.

Induktion iiber dem Aufbau von Ableitungen D, wobei die Menge aller Parameter
{al,bl, as, bz, .. } sei, und P = {b1, bz, .. }

(a) Induktionsanfang: Wenn A(a;) eine Annahme ist, dann ist auch A(b;) eine
Annahme.

(b) Fir alle Regelanwendungen ohne Eigenparameter gilt:

Mit Ala;) ist auch A(b)) eine Anwendung derselben Regel.
B(a;) B(b;)

A(a;) Bla;)
Cl(a;i, a;)

Bei Regeln mit zwei Pramissen gilt entsprechend: Mit ist auch

A(br)  B(by)
C(bi.by)

(c) Bei Anwendungen von (V1) oder (3 E) wihle die oberste Anwendung von (V1)
oder (3E), bei welcher der Eigenparameter a; nicht aus P oder Eigenparameter
einer weiteren Anwendung von (V1) oder (3E) ist; d. h. alle Anwendungen von
(VI) oder (3 E) iiber einer solchen Anwendung haben nach Induktionsannahme
schon Eigenparameter geméB (i)—(v). Dann kann der Eigenparameter a; durch
einen neuen Parameter b; im Fall von (VI) in allen Formeln, von denen die
Priamisse von (VI) abhingt, bzw. im Fall von (3 E) in allen Formeln, die von bei
Anwendung von (3 E) geldschten Annahmen abhingen, ersetzt werden. a

eine Anwendung derselben Regel. Analog fiir (V E).

BEMERKUNG.

Im folgenden konnen wir davon ausgehen, dal3 Eigenparameter separiert sind, d. h.
nur tber einer Regelanwendung und sonst nirgendwo in der Ableitung vorkommen.
(Parametersepariertheit ist notwendig bei der Normalisierung von Ableitungen; siehe
Kapitel 3.)

Definition 2.10
Ala/t] bezeichnet die Substitution von t fir a in A. A[a/t] ist also die Formel, die
man durch Ersetzung aller Vorkommen von a durch ¢ in A4 erhalt.

Korollar 2.11 D
Die Ableitung 4 erfiille die Bedingungen aus Lemma 2.9. Der Term t enthalte keine

Dla/t
Parameter aus 'P. Der Parameter a komme in A vor. Dann ist A{ a;t} eine Ableitung,

wobei D[a/t] aus D durch Ersetzung jedes Vorkommens von a durch t entstehe.

2.8 Das Inversionsprinzip

Zum Verhiltnis von Einflihrungs- und Beseitigungsregeln bemerkt Gentzen [3, S. 189]:
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Die Einfithrungen stellen sozusagen die ,,Definitionen® der betreffenden
Zeichen dar, und die Beseitigungen sind letzten Endes nur Konsequenzen
hiervon, was sich etwa so ausdriicken 1a6t: Bei der Beseitigung eines
Zeichens darf die betreffende Formel, um deren duBerstes Zeichen es sich
handelt, nur ,,als das benutzt werden, was sie auf Grund der Einfiihrung
dieses Zeichens bedeutet.

Prawitz [7, S. 33] prazisiert dies im sogenannten Inversionsprinzip:

Let a be an application of an elimination rule that has B as consequence.
Then, deductions that satisfy the sufficient condition [...] for deriving
the major premiss of a, when combined with deductions of the minor
premisses of a (if any), already “contain” a deduction of B; the deduction
of B is thus obtainable directly from the given deductions without the
addition of a.

Die hinreichenden Bedingungen sind dabei durch die Pramissen der entsprechenden
Einfiihrungsregeln gegeben. Das Inversionsprinzip sagt dann, dal man eine Ableitung
der Konklusion einer Beseitigungsregel ohne die Anwendung dieser Beseitigungsregel
erhalten kann, wenn die Hauptpramisse dieser Beseitigungsregel im letzten Schritt mit
einer Einfithrungsregel abgeleitet wurde.

BEISPIEL.
In der Ableitung

SRV ERN

D/
4
(

(=1)

B
wird die Hauptpramisse 4 — B von (— E) im letzten Schritt mit (— I) abgeleitet.
Nach dem Inversionsprinzip kann die Konklusion B der Beseitigungsregel (— E) dann
auch ohne (— E) abgeleitet werden:

A— B

—E)

D/

SN

Im Allgemeinen besagt das Inversionsprinzip, dal3 Ableitungen der Form

D D I-Regel
A

D E-Regel

B
in denen die Konklusion einer Einfithrungsregel (I-Regel) zugleich Hauptpramisse
der entsprechenden Beseitigungsregel (E-Regel) ist, vermieden werden konnen (wobei
D>, D; und D, je nach Regel auch fehlen konnen).
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BEMERKUNG.

In einer Weiterfithrung von Gentzens Ideen durch Prawitz und Dummett wird das
Verhéltnis von Einfiithrungs- und Beseitigungsregeln dann wie folgt aufgefal3t: Die
Einfiihrungsregeln legen die Bedeutung der logischen Zeichen fest, wihrend die
Beseitungsregeln einer Rechtfertigung bediirfen. Die Rechtfertigung besteht dann in
dem Nachweis, dal3 das Inversionsprinzip gilt, bzw. darin, daB3 Ableitungen normalisiert
werden konnen.






3 Normalisierung fiir NK

Wir betrachten das System NK o/ne V., 3 (vgl. Aufgaben). Ferner habe (). atomare
Konklusionen (vgl. Aufgabe).” Parameter seien separiert (Lemma 2.9).

Definition 3.1

Ein Formelvorkommen einer Ableitung heil3t maximal, wenn es Konklusion der
Anwendung einer Einfiihrungsregel und zugleich Hauptpramisse der Anwendung
einer Beseitigungsregel ist. Die entsprechende Formel heil3t Maximalformel.

Eine Ableitung heil3t normal, wenn sie kein maximales Formelvorkommen enthalt.
Die Ableitung ist dann in Normalform.

ARBEITSBLATT.
Welche Formelvorkommen sind maximal?
(2) (2)
ANB (AE) ANB (AE)
A B—CW B (AE)
(=) 2= (- E)
C o4 C ) -
%
4 (—> I) (1)
(B—C)— A4
(=D
(ANB)—=(B—C)—A)
<
Definition 3.2
Wir definieren Umformungen (Kontraktionen) von Ableitungen:
Dy D,
) A A D;
(i) L2 (A1) ~ ie{1,2}
Al /\ Az (/\ E Ai
A;
[4] D D. h. alle bei (— 1) geldschten Annah-
D A men A werden durch Dy ersetzt. Gibt
(ii) D ~ A
B | ! D es keine solchen Annahmen, dann
A— B ( ) A
— 3 (= E) B wird die Ableitung zu g umgeformt.
D
Ala Dla/t
(iii) @ wp L Dla/]
VxA(x) A(r)
(VE)
A(r)

"D. h. wir bezeichnen die Regel ()¢ im folgenden einfach als (_L)..

31
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D>, D’ (,,D kontrahiert zu D) falls D’ aus D durch Ausfiihrung eines Kontraktions-
schrittes an einer Teilableitung von D sowie durch Umformung zur Herstellung der
Parametersepariertheit (vgl. Lemma 2.9) hervorgeht.

DD (,,Dreduziert zu D) falls D = Dy > ... > D, = D' (firn > 1).

ARBEITSBLATT.
Normalisieren Sie die folgende Ableitung D:
ANBY ANBY
— — (E) T( (AE)
AT)
YLy
A (1) (AE)
(—»1) B=C B
C 4 C (= E)
~ (+E)
—— (=D
(B—C)— 4 1)
—1)
(ANB) > (B—C)sa) 7
D kontrahiert mit (i) zu
2)
41 B=CW B
C 4 (= E)
A (+E)
Bocjoa Y
(=D
(AANB)—=(B—C)—A)
und mit (ii) zu D’
AANBW
ANBT (nE)
A (51
(B—~C)— A4 =D
(=D

(ANB) = ((B—C)—A)
Die Ableitung D’ enthélt kein maximales Formelvorkommen, ist also in Normalform.
Statt zuerst mit (i) zu kontrahieren, hétte eine Umformung mit (ii) die Ableitung D in

einem Schritt reduziert. Es gibt also im Allgemeinen mehrere Reduktionen. <
BEMERKUNG.
Fiir V und 3 miiBte man zusitzlich noch folgende Umformungen definieren:
D [41]  [42] D
: A; Dl Dz Ai .
v ! ~ ied{l,?2
(iv) A1\/A2(VI) C C(VE) D; -2}
C C
D [4(a)] D
At At
e S
dxA(x) C 3E) D'[a/t]
C C
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Da bei (VE) und (3E) die Nebenpramisse(n) C gleich der Konklusion sind, kann es
Folgen identischer Formeln geben, in denen das oberste Formelvorkommen Konklusion
einer I-Regel ist, und das unterste Vorkommen Hauptpramisse einer E-Regel ist.

Zum Beispiel gibt es in der Ableitung

D [4] [4]
ava ana M
ANA
A
kein maximales Formelvorkommen der Formel 4 A A. Es konnen also keine Umfor-
mungen angewendet werden, d. h. die Ableitung ist in Normalform. Allerdings gilt fiir
diese Ableitung die Teilformeleigenschaft (siche Theorem 3.7) nicht, da A A 4 weder

Teilformel einer offenen Annahme noch Teilformel der Endformel ist.

[4] [4]
ANA (

(AE)

(AT)
VE)

Um Folgen identischer Formeln auflosen zu konnen, miissen noch folgende Permuta-
tionen definiert werden, bei denen E-Regeln Uiber die Nebenpriamissen von (V E) und
(3 E) nach oben permutiert werden ({D; } stehe fiir Ableitungen von Nebenpriamissen):

D Dy, D, D, D,
N AVvB C C C {D C {D
(vi) (VE) ~ D Q E-Regel {De}
¢ {Di} E-Regel AVB D (VE)
D D
D D’ D’
. dxA C C D
(vii) Fxdlx) € (JE) ~ b CERCO E-Regel
C {D} JIxA(x) D
5 E-Regel D (3E)

Eine Anwendung der Permutation (vi) auf die obige Beispielableitung ergibt dann die
Ableitung

[4] [A] [A] [A]
D AAA(/\(%)D AAA(/\(/];)I)
AV A A A
y (VE)

mit zwel maximalen Formelvorkommen 4 A 4. Diese Ableitung reduziert in zwei
Kontraktionsschritten zur normalen Ableitung

D
AV A [A] [A]
A
die nun auch die Teilformeleigenschaft hat.

(VE)

Da in NK V bzw. 9 durch andere logische Zeichen ausgedriickt werden kann, konnen
wir bei NK auf diese zusitzlichen Umformungen verzichten. (In NI geht das nicht, da
dort Vv und 3 nicht durch andere logische Zeichen ausgedriickt werden konnen.)

Lemma 3.3
Ist D eine Ableitung von A aus X und D > D', dann ist D' ebenfalls eine Ableitung von
A aus X.
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BEWEIS.
(i) Annahmen gehen hdchstens verloren; es kommen keine Annahmen hinzu.

(ii) Wegen Parametersepariertheit enthélt ¢ (in der Umformung (iii)) keine Eigenpa-
rameter von D. (Unter (V1) kommt der Eigenparameter ¢ nicht mehr vor.) O

Notwendigkeit der Parametersepariertheit

Dal3 bei der Umformung von Ableitungen Parametersepariertheit verlangt werden
mub, zeigt folgendes Beispiel.

ARBEITSBLATT.
Warum sind in der untenstehenden (linken) Ableitung (¢ komme in keiner Annahme
in D’ vor, von der P(a. a) abhidngt) Parameter nicht separiert?

In der Ableitung sind Parameter nicht separiert, da der Eigenparameter b
der ersten (V1) nicht nur tiber dieser Anwendung, sondern auch darunter
vorkommt.

Kontrahieren Sie die linke Ableitung, um das maximale Formelvorkommen VzP(z, z)
(eingerahmt) zu beseitigen.

D/
(wE) P Da/b]
(V1) P(b.a) oD VxP(x,b)
wg) PP0a) > P(b.b) S =Dla/p]
Plad) oy VyP(y.b)
VzP(z, z) P(b.b)
Pop) P

Warum ist die resultierende Ableitung nicht korrekt?
Von P(b, b) darf mit (V1) nicht zu VyP(y, b) iibergegangen werden.

Stellen Sie in der linken Ableitung Parametersepariertheit her, und kontrahieren Sie
die Ableitung, um das maximale Formelvorkommen VzP(z, z) zu beseitigen.

D’ D’
VxP(x,a) VxP(x.a) D'[a/c]
7P(b,a) b Parameter- 7P(b,a) VxP(x.c)
VyP(y.a) separierung VyP(y.a) W = Dla/c]
P(a,a) ~ P(a.a) W
VzP(z.z) VzP(z,z) P(c.c)

P(b.b) P(c.c)
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Die resultierende Ableitung ist korrekt. (Parametersepariertheit lige jedoch
nicht mehr vor, falls ¢ Eigenparameter von VxP(x,c) wire, d. h. falls
VxP(x, ¢) Konklusion von (V1) statt von (L)..) <

Theorem 3.4 (Normalisierungssatz)
Zu jeder NK-Ableitung D gibt es ein D' mit D > D', so dafi D' normal. (D. h. jede
Ableitung in NK hat eine Normalform.)

BEWEIS.
Per Induktion {iber der Anzahl (g(D), n(D)), wobei
2(D) = groBter Grad einer Maximalformel in D
n(D) = Anzahl der Maximalformeln vom Grad g (D) in D.
(Der Grad einer Formel ist die Anzahl der Vorkommen an logischen Zeichen.)
Betrachte die Teilableitung
D

« D
D Tb I-Regel

© E-Regel
B g

von D, so dal3 4 Maximalformel von groBtem Grad und oberhalb von B sonst keine
Maximalformel von groBtem Grad ist. (In der Teilableitung D” konnen D, und D, je
nach Regel auch leer sein.)

Reduziere D durch Kontraktion von D”. Das Ergebnis sei D;. D. h. D > D;.

Die Maximalformel 4 verschwindet, und moglicherweise neu entstehende Maximal-
formeln haben einen kleineren Grad als A.

BEISPIEL.
Es ist A5B A D,
B B
D, D, - A—B A
C B : B
(A—-B)—-C A—B D,
C C

Die durch Kontraktion erhaltene Ableitung enthélt die neu entstandene Maximalfor-
mel A — B. Sie hat einen kleineren Grad als (4 — B) — C: die Anzahl der Maximal-
formeln bleibt gleich.

D. h. es gilt: Entweder g(D;) < g(D). oder g(D;) = g(D). aber n(D;) < n(D). O

BEMERKUNGEN.

(i) Wir haben die sog. schwache Normalisierung gezeigt. D. h. wir haben ein spezifi-
sches Reduktionsverfahren angegeben (,,wéhle stets Maximalformel mit groBtem
Grad und kontrahiere®), das zu einer Normalform fiihrt.
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(ii) Es gilt auch die starke Normalisierung, wonach jedes beliebige Reduktionsver-
fahren zu einer Normalform fiihrt. D. h. es ist beliebig, welche Maximalformel
gewdahlt wird.

(iii) Desweiteren gilt fiir Reduktionen die sog. Church—Rosser-Eigenschaft (conflu-
ence): Wenn D > D; und D > D,, dann existiert eine Ableitung D', so dall Dy > D’
und D, > D'. Daraus folgt, daB jede Ableitung eine eindeutige Normalform hat.
Eine Formel kann jedoch mehr als eine normale Ableitung haben, z. B.:

4 40
(L)
A4 hoe

(Das Beispiel zeigt auch, daB aus der Existenz einer normalen Ableitung fiir 4,
die eine Anwendung von (L), enthélt bei der eine Annahme geloscht wird, nicht
¥\ A4 folgt: hierbei bedeutet ¥y A die Nichtableitbarkeit von 4 in NI.)

AWM
A— A

(=1

Nl

Definition 3.5
Eine Folge von Formeln 4, 4,. ..., A, in einem Formelbaum 7 ist ein Faden (oder
Zweig) in T, wenn

(i) A ein Blatt in 7 ist,
(ii) A; unmittelbar iiber A4, steht fur alle i < n,

(iii) A4, Endformel in 7T ist.
Ein Pfad ist ein maximales Anfangsstiick eines Fadens, das entweder

(i) mit der ersten Nebenpramisse einer Anwendung von (— E) endet:

A—B A
B
(ii) oder mit der Endformel der Ableitung endet, falls es keine Nebenpramisse einer
Anwendung von (— E) im Faden gibt.

Ein Pfad hat Ordnung 0, wenn er mit der Endformel endet. Er hat Ordnung n + 1,
wenn er neben einer Formel endet, die zu einem Pfad der Ordnung »n gehort.

ARBEITSBLATT.

Fak((4— B) — A) — A (Peircesche Formel)
A 2) y (1) (Ordnung 3)

(—E)
1L
(=D
(A—B)—A4® A—B (O(rd“u%g)z)
2) (Ordnung 1) —
—-A A
— (L),
A()()(%D®

((4— B) — A) — A (Ordnung0)
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Wieviele Faden hat obige Ableitung? Notieren Sie diese.

Die Ableitung hat 4 Féiden (von links nach rechts):

(1) =4.1L.,4,((A—B)—A4)— A4

(2) (A—-B)—A4,4, 1,4, ((4A—B)—A4)— A4
(3) =4, L, B.A—B A, 1. A, (4A—B)—A)— A4
(4) A, 1. B A—B A, 1. 4. (4A—B)—A)—A4

Wieviele Pfade enden mit der Endformel? Notieren Sie diese(n).
1 Pfad endet mit der Endformel, ndamlich =4, 1, 4, (4 — B) =+ A) — A.

Notieren Sie die Ordnungen der Pfade neben den Formeln wo diese enden.

,,(Ordnung n)“ bedeutet, daB ein Pfad der Ordnung n dort endet. <
Lemma 3.6
Sei ein Pfad A, . ... A, in einer normalen Ableitung gegeben. Dann gibt es ein A; (1 <

i <n), sodap gilt:
(i) Alle A; mit j < i sind Hauptprimissen von Beseitigungsregeln (E-Regeln).

(ii) A; ist L und Primisse von (L), oder A; ist Primisse einer Einfiihrungsregel (I-
Regel), falls i # n.

(iii) Alle A; mit i < j < n sind Prdmissen von I-Regeln.
D. h. Pfade in normalen Ableitungen entsprechen folgendem Schema:

A4,
A

: ? E-Regeln
A;

(L) oder I-Regel

i+1

: I-Regeln
Ay

BEWEIS.

Hauptpriamissen von E-Regeln miissen vor Pramissen von I-Regeln stehen, sonst kann
die Ableitung nicht normal sein. Sie miissen auch vor Priamissen von (L), stehen,
da die Konklusion von (L), atomar ist. Pramissen von (). miissen vor Pramissen
von I-Regeln stehen, da L nicht eine Konklusion einer I-Regel sein kann. Da (L),
atomare Konklusion hat, also auch nicht L, kann (L), nur einmal vorkommen.
Nebenpriamissen von (— E) brauchen nicht beriicksichtigt zu werden, da damit der
Pfad endet. O
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Theorem 3.7 (Teilformeleigenschaft)

Jede Formel in einer normalen Ableitung ist Teilformel der Endformel oder einer offenen
Annahme mit Ausnahme von Annahmen —A, die bei einer Anwendung von (L), geldscht
werden und Formeln 1, die unmittelbar unter einer solchen Annahme stehen.

BEWEIS.
Wir beweisen die Behauptung fiir beliebige Pfade 4, ..., 4, durch Induktion tiber
deren Ordnung.

(i) A, ist entweder Endformel oder ist Teilformel von 4, — B, das links daneben
steht, und zu einem Pfad kleinerer Ordnung gehort. A4, erfiillt damit auf jeden
Fall die Bedingung. Also erfiillen alle 4, (i < j < n) ebenfalls die Bedingung (4,
ist diejenige Formel, die gemadB3 Lemma 3.6 den Pfad in einen Beseitigungs- und
einen Einfiihrungsabschnitt teilt).

(ii) Falls 4, nicht bei einer Anwendung von (L), geldscht wird, dann ist 4, offene
Annahme oder wird im selben Pfad oder einem Pfad kleinerer Ordnung durch
(— 1) geloscht.
Also erfiillt 4; und damit alle 4, (1 < j < i) die Bedingung.

(iii) Falls 4; bei einer Anwendung von (_L). geloscht wird, trifft einer der folgenden
drei Unterfille zu.
(a) A ist Pramisse einer I-Regel. Dann ist (i) anwendbar.
(b) A; = A,,. Dann ist (i) ebenfalls anwendbar.

(c) Es verbleibt der Fall ml wobel =B = A,. Das ist genau die im Theorem
formulierte Ausnahme. O
BEMERKUNGEN.

(i) Im NK haben wir also kein volles Teilformelprinzip; anders als in dem Sequen-
zenkalkiil LK (hier nicht behandelt).

(ii) Natiirliches SchlieBen ist eher auf intuitionistische Logik (sieche Kapitel 4)
zugeschnitten.

Definition 3.8
Eine Formelmenge X ist konsistent, falls X ¥k L. Andernfalls ist X inkonsistent.
(Entsprechend fiir NI und NM..)

Lemma 3.9
Sei X eine Formelmenge. Dann sind folgende Eigenschaften dquivalent:

(i) X ist konsistent, d. h. X ¥k L.
(ii) Es gibt keine Formel A, so daf$ Fnk A und Fxg —A.
(iii) Es gibt eine Formel B, so daff ¥~k B.
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BEWEIS.
Es genlgt zu zeigen, daB (ii) = (iii), (iii)) = (i), und (i) = (ii). (Jeweils durch
Kontraposition.)

(il) = (iii): Angenommen Fyx B fiir beliebige Formeln B. Dann Fyk 4 fiir B = 4
und |_NK -4 fir B = —A4.

(iii) = (i): Angenommen Fyk B fiir beliebige Formeln B. Dann Fyg L fiir B = L.

(i) = (ii): Angenommen es gibt eine Formel 4, so daB yg 4 und Fyg —A4. Dann ist
mit (— E) auch L ableitbar, d. h. Fnk L. O

BEMERKUNG.
Worin unterscheiden sich die Aussagen ¥ng 4 A=A und Fyg ~(4 A —A4)?
Aus der ersten folgt Konsistenz, aus der zweiten nicht.

Korollar 3.10
Die Quantorenlogik (d. h. die Formelmenge {A | Fnk A}) ist konsistent.

BEWEIS.

Angenommen Fyg L, dann gibt es eine normale Ableitung, die mit | endet, und in
der alle Annahmen geschlossen sind. Da | nicht Konklusion einer I-Regel sein kann,
gibt es einen Pfad zur Endformel L in dem keine I-Regeln vorkommen (und da L
nicht atomar, kann | auch nicht Konklusion der hier auf atomare Konklusionen
beschrinkten Regel (). sein). Also muB es eine offene Annahme geben. Widerspruch.
Also ¥ NK 1. O

Korollar 3.11
Die Quantorenlogik ist eine konservative Erweiterung der Junktorenlogik. D. h. alle
quantorenlogisch ableitbaren quantorenfreien Formeln sind junktorenlogisch ableitbar.

BEWEIS.

Sei D eine quantorenlogische Ableitung der quantorenfreien Formel 4. Dann gibt
es eine Ableitung D’ in Normalform, die aufgrund der Teilformeleigenschaft nur
quantorenfreie Formeln enthilt. Folglich ist D’ eine junktorenlogische Ableitung. O
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4.1 Schwache Gegenbeispiele

BEISPIEL.
Betrachte die Aussage A4

Die Dezimalexpansion von n enthdilt die Folge 7777777.
Angenommen es ist nicht bekannt, ob es eine solche Folge gibt. Fiir die Aussage 4,
Die Dezimalexpansion von n enthdilt die Folge 777777

gilt dann zwar A7 — Ag, jedoch gilt nicht =47V 4, obgleich die beiden Formeln
klassisch dquivalent sind.

BEISPIEL.
Die Aussage

Es gibt zwei irrationale Zahlen x und y, so dafs x” rational

148t sich leicht so beweisen: Angenommen /2 ist rational. Dann gibt es zwei

o : 2. ..
irrationale Zahlen x und y, so dal3 x” rational. Angenommen \/5\[ ist irrational.

V2
Dann ist (\/Eﬁ> rational. Unter Verwendung des tertium non datur (\/i\/i ist

rational oder nicht rational, d. h. irrational) kann dann auf obige Aussage geschlossen
werden.

Es handelt sich jedoch nicht um einen konstruktiven Beweis, da wir keine zwei Zahlen
x und y vorweisen konnen, so dal3 x” rational.

BEMERKUNG.

Das letzte Beispiel ist ein schwaches Gegenbeispiel fiir das tertium non datur. Aus kon-
struktivistischer Sicht sagt das tertium non datur AV —A aus, dal3 wir fiir jede beliebige
Aussage A4 einen Beweis fiir A oder einen Beweis fiir =4, d. h. eine Konstruktion die
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einen hypothetischen Beweis von 4 in einen Beweis von L tiberfithrt, haben. Damit
waren wir in der Lage, fiir beliebige Aussagen zu entscheiden, ob diese gelten oder
nicht. Doch ein Beispiel wie die Aussage ,,Es gibt unendlich viele Primzahlzwillinge®,
deren Giiltigkeit noch nicht entschieden ist, zeigt, dal3 dies nicht der Fall ist.

Es handelt sich dabei nur um ein schwaches Gegenbeispiel, da das tertium non datur
nicht widerlegt wurde, d.h. die Annahme des fertium non datur nicht zu einem
Widerspruch gefiihrt wurde. Es wurde lediglich gezeigt, dal3 das tertium non datur aus
konstruktivistischer Sicht kein akzeptables logisches Prinzip ist.

Es ist (aus konstruktivistischer Sicht) auch nicht moglich, das tertium non datur durch
Auffinden einer Aussage A, fiir die (A V —A) gilt. zu widerlegen, da ——(A V —A) fur
alle Aussagen A4 konstruktiv gilt.

4.2 Die BHK-Interpretation

Die Bedeutung der logischen Zeichen soll durch die folgende Beweisinterpretation, bzw.
Brouwer—Heyting—Kolmogorov-Interpretation (kurz: BHK-Interpretation) angegeben
werden:

(H1) a ist ein Beweis von 4 A B genau dann, wenn « ein Paar (b, c) ist, so daB3 b ein
Beweis von A ist und ¢ ein Beweis von B ist.

(H2) a ist ein Beweis von 4V B genau dann, wenn a ein Paar (b, ¢) ist, so daB
b € {0,1} und c ein Beweis von 4 ist, falls » = 0, und ¢ ein Beweis von B ist,
falls b = 1.

(H3) a ist ein Beweis von A — B genau dann, wenn a eine Konstruktion ist, die einen
Beweis b von A4 in einen Beweis a(b) von B tiberfiihrt.

(H4) Es gibt keinen Beweis a fiir 1. Ein Beweis @ von —4 ist eine Konstruktion, die
einen hypothetischen Beweis b von A in einen Beweis a(b) von L tiberfiihrt.

(H5) a ist ein Beweis von VxA4(x) genau dann, wenn a eine Konstruktion ist, so daB3
fiir alle k € U a(k) ein Beweis von A (k) ist.

(H6) a ist ein Beweis von 3xA(x) genau dann, wenn « ein Paar (k, ¢) ist, so daB
k € U und c ein Beweis von A (k) ist.

BEISPIELE.
Die folgenden Formeln sind unter der BHK-Interpretation giiltig:

(i) A— (B — A): Gesucht ist eine Konstruktion ¢, die einen Beweis @ von A4 in einen
Beweis von B — A tiberfiihrt. Fiir einen gegebenen Beweis a von A ist ¢(b) = a
die gesuchte Konstruktion; sie ordnet jedem Beweis b von B den Beweis a von 4
Zu.

(i) (A A B)— A4: Sei (a, b) ein Beweis von 4 A B. Dann tiberfiihrt die Konstruktion
c¢,sodaB c¢(a,b) = a, den Beweis von 4 A B in einen Beweis von 4. Nach (H3)
ist ¢ dann ein Beweis von (4 A B) — A.
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(ili) =3xA4(x) —Vx—A4(x): Sei a eine Konstruktion, die einen Beweis von IxA4(x)
in einen Beweis von | iiberfiihrt. Gesucht ist eine Konstruktion ¢ die fiir jedes
k € U einen Beweis von A(k)— L liefert, d.h. eine Konstruktion die einen
Beweis von A(k) in einen Beweis von L tiberfiihrt. Sei b ein Beweis von A (k).
Dann ist (k, b) ein Beweis von 3xA(x) und a(k, b) ist ein Beweis von L. Somit
ist ¢, so daB (c(k))(b) = a(k.b), ein Beweis von Yx—A4(x). Man erhilt eine
Konstruktion die a in ¢ uiberfiihrt, und somit ~3xA4(x) — Vx—A4(x) beweist.

4.3 Verhailtnis von klassischer zu intuitionistischer Logik

Definition 4.1
Fiir quantorenlogische Formeln ist die (Gddel-Gentzen) negative translation € wie folgt
induktiv definiert:

(i) L2:=_1,

(ii)) A& := ——A fir atomare Formeln 4,
(iii) (AN B)®:= A%\ BE,

(iv) (4V B)&:= —~(—A% A —B?),
( A— B)& := A% — B¢,

( VxA(x))® :=VxA(x)e,
(vii) (3xA(x))8 ;= —=Vx—A4(x)e.

Vgrkommen von ——— dirfen durch — ersetzt werden, da Fynj—A4 < A4 gilt
(Ubungsaufgabe).

v)

(
(
(
(

vi)

BEISPIELE.

(11) <—|—\A —}A)g = —|—|Ag—>Ag = —|—|—\—|A —)—|—\A = —|—|A — —|—\A

((A—B)— A)&— A

=((4— B)t— A8) — A

— (42— BE) — A7) — A®

— ((-=4 = ——B) = ——=A4) = 4

Es ist J’ANIA V —A, J’éNI -—=A4— A und J’ANI((A %B) %A) — A, aber }_NI(A \/"A)g,
|_NI(_‘_‘A —)A)g und I_NI(((A — B) —)A) — A)g

(iii) (((4—B)—A)—A)t =

Lemma 4.2
Wenn Fn1 —— A8, dann ny AS.

BEWEIS.
Per Induktion tiber der Komplexitat von 4 unter Verwendung von

l_NI -4 < =4 (1)
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Fni —\—\(A N B) > (—\—\A N —\—\B) (2)
Fni——(A4 — B) <3 (==4 — ——=B) (3)
Far ——VxA(x) = Vx——A4(x) 4)

Induktionsanfang (IAF): (i) A atomar: by =48 ~5 by ————A4 Y Fag A S

BT
(i) A= L:EsistFan——18 %57 (Ut = 1) =1 S Fall— 1) =1L,
und wegen
SN
(Llol)—ol L1770

gllt mit I_NI(J— — L) — 1 auch '_NI 1 ’\g/> I_NI 18,

Der Induktionsanfang ist also erfiillt.
Induktionsannahme (IA): Die zu beweisende Behauptung gelte fiir Formeln B und C.

Induktionsschritt: Wenn die Induktionsannahme stimmt, dann gilt die Behauptung
auch fir =B, BAC, BV C, B— C,3xB(x) und VxB(x).

(i) A=-B:
Fai——(=B)E P87 by (B = L)E S by o—(BE— LE)
b —BE e W B e
& (B 1)2 %57 ba(-B)e
(i) 4=BAC:

Fai = (BAC)E & Fag——(BEA C8) & ——BEA ——CE
BoraBEaCe & g(BAC)E

(iii) 4=BVC:

o (=BEA=CE) U by —(=BEA—CE)

Faio—(BV C)E S F
& Fai(BVC)E

(Induktionsannahme nicht benutzt.)
(iv) A=B—C:

I_NI—|—|<B—>C)g /\g/? I—NI—|—|<Bg—> Cg> /(\3/2 Fnp 0 BE— (8
A

/I\» Fap BE— CE /\%% "NI(B—>C>g
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(v) A=3xB(x):

=V —B(x)E Y g 2V =B (x)e

(Induktionsannahme nicht benutzt.)
(vi) 4 =VxB(x):

l_NI ﬁ"(VXB(X))g /\gﬁ l_NI ﬁ"VXB(X)g ’(\ﬁ "NI\V/X_'_'B<X)g

/I\//\? I_NIVXB(X>g ’\%? "NI(VXB(X))g O

In den Fillen (i), (ii), (iv) und (vi) kann die Induktionsannahme auf die Formeln
——B& 5 —=—18 —=BEA--CE ——B&—--C¢ und Vx——B(x)® angewendet
werden, da deren normale Ableitungen mit der jeweiligen Einfithrungsregel
enden, fiir deren Pramissen die Induktionsannahme formuliert ist. D. h. durch
Betrachtung der entsprechenden Normalformen weil3 man, daB3 es Teilableitun-
gen geben muB, die mit den Formeln ——B8, -—1& —=—C¢ bzw. -—B(x )¢ enden,
auf welche die Induktionsannahme angewendet werden kann.

BEMERKUNG.
Faip A8 = Fnp ——A48 gilt auch, da wegen

-4 4
T (=B

A (=D

flr beliebige Formeln A4 gilt: Fnj 4 = Fnp ——A4.

Theorem 4.3
Wenn X bnk A, dann X8y A%, wobei X® .= {B¢ | B € X}

BEWEIS.

Per Induktion iiber dem Aufbau von Ableitungen der Formel 4 aus der Menge von
Annahmen X.

(i) Sei A € X, dannistauch 42 € X8 Somit gilt X &y A8.

(ii) D endet mit einer junktorenlogischen Regel. Wir betrachten als Beispiel die Fille
(=1)und (VE):
(a) Betrachte die Ableitung
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(wobei in D die offenen Annahmen X ¢ vorkommen konnen). Nach Indukti-
onsannahme gelte X, A2y BE. Dann gilt mit (—I), daBl X8y 4% — BE,
und somit aufgrund Definition von € auch X &y (4 — B)®.

(b) Betrachte die Ableitung

[4] [B]

D Dy D,

AV B C C
c (VE)

(wobei in D, Dy, D die offenen Annahmen X vorkommen konnen). Nach
Induktionsannahme gelte folgendes: X€Fyni(A V B)E, X&, A%y C8 sowie
X¢&, Bet-y Ce. Dann gilt nach Definition von &: X &y —(—48 A —B¢), und
mit (— I) gilt Xy A% — C8 sowie X €y BE— C&.

Mit
Dj D,
As—Ce (45D Bt — Ce [BfW?
[~Cg ) Ce (= E) [~Ce]® Ce (= E)

T (—E) T (—E)

~ — (—=1)q - (=1

—(—A8 A —B?) ﬁAg/\ﬁBg< ) (AT)
—E
ﬁfcg (=D

Ce (Lemma 4.2)

(wobei in D', D}, D) die offenen Annahmen X¢ vorkommen konnen) gilt
dann X8y C8.
(iii) D endet mit einer quantorenlogischen Regel. Wir betrachten als Beispiel die Fille
(VI) und (3E):
(a) Betrachte die Ableitung

A(a)
VxA(x)
(wobei in D die offenen Annahmen X vorkommen konnen). Nach Induk-
tionsannahme gelte X &ty 4(a)8. Dann gilt mit (VI), daB X &y VxA4(x)8,
und somit aufgrund Definition von & auch X8 Fy;(VxA4(x))s.

(VD)

(b) Betrachte die Ableitung

[4(a)]
D D,
dxA(x) C
C
(wobei in D, D; die offenen Annahmen X vorkommen koénnen). Nach In-
duktionsannahme gelte X &y (3xA4(x))8 und X8, A(a)& -y C&. Dann gilt

(3E)
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nach Definition von & X&ky —-Vx—A4(x)%, und mit (—1I) und (VI) gilt
XE&nr VX<A(X)g — Cg>

Mit
D
Vx(A(x)&— C?)
a@roce P Lao
[-Ce] @ Ce (= E)
(—E)
1
(=D
424 —A(a)® v
—Vx—A(x)e Vx—A(x)8 (L E)
m—ver (=D
Ce (Lemma 4.2)

(wobei in D', D] die offenen Annahmen X¢ vorkommen kdnnen) gilt dann

Xekn CE.
In beiden Fillen wird das Vorkommen des Eigenparameters a von (V1) in X8
durch die Induktionsannahme nicht ausgeschlossen. Aber da in der jeweiligen
Ausgangsableitung der Eigenparameter a von (VI), bzw. von (FE), nicht in X
vorkommen darf, und ¢ an in X vorkommenden Individuenparametern nichts
andert, kann in der Ableitung von (VxA(x))&, bzw. von C&, aus den offenen
Annahmen X bei der Anwendung von (V1) die Eigenparameterbedingung nicht
verletzt werden.

D endet mit (_L).. Betrachte die Ableitung
[—4]

Nach Induktionsannahme gelte X8, (—A4)8 -y L. Dann gilt mit (— I) auch

XgI_NI_'(_'A)g foé; Xgl_NI_'(A—>_L)g AN XgPNIﬁ(Ag—)J_g)

’\g/> X l_NI _|(Ag — J.) D’if/}ﬂ X l_NI ——A8,
und unter Verwendung von Lemma 4.2 gilt X8y A4%. a
BEMERKUNG.

Es gilt auch Xy 42 = X Fnyk 4. Dazu beweist man zunichst Fyg 4 <+ 4%, und
verwendet dann X Fy1 4 = X i 4.

Definition 4.4
Eine Formel A4 heiB3t negativ, falls alle in ithr vorkommenden Atome negiert sind, und
weder V noch 3 in A vorkommen.
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Korollar 4.5
Fiir negative Formeln A gilt: Fng A genau dann, wenn Fyy A.

BEMERKUNGEN.
(i) Das Korollar sagt aus, daB die intuitionistische Logik konsistent ist genau dann,
wenn die klassische Logik konsistent ist.

(ii) Da jede in NK ableitbare Formel zu einer negativen Formel dquivalent ist, zeigt
das Korollar auBerdem, daB die klassische Logik (NK) in gewisser Weise in der
intuitionistischen Logik (NI) enthalten ist, obgleich Fyg 4 = i 4 nicht fiir
beliebige Formeln A gilt.

Theorem 4.6 (Glivenko)
Fiir quantorenfreie Formeln A gilt: -xx A genau dann, wenn Fxp ——A.

BEWEIS.
Man beweist per Induktion iiber der Komplexitdt von A4, daB Fyy 4% < -4, und
verwendet, daBl X Fyk 4 genau dann, wenn X € -y A% (Theorem 4.3 mit Bemerkung).O

BEMERKUNG.
Die Einschriankung auf quantorenfreie Formeln in Glivenkos Theorem ist wesentlich.
Esist z. B. Fak Vx(A4(x) vV —A4(x)), aber Fni = Vx (A(x) vV —A4(x)).

Theorem 4.7

Fnk B genau dann, wenn ——A — Abn1 B, wobei ——A — A fiir beliebige Annahmen
dieser Form stehe, und B eine beliebige Formel ist. D. h. aus intuitionistischer Logik
erhdilt man durch Hinzunahme der doppelten Negationsbeseitigung klassische Logik.

BEWEIS.
——A4— AN B = BNk B gilt, da ——A4 — A4 in NK ableitbar ist.

Fnk B = ——A4 — Al B gilt, da Regelanwendungen von (L), in der Ableitung von
B in NK durch Teilableitungen der Form

A1

1
A=A A Ej g;’)
A
ersetzt werden konnen. NI und NK unterscheiden sich nur in der Regel fiir das falsum:
(L) in NI, bzw. (L), in NK. Die resultierende Ableitung ist also eine Ableitung in NI

mit offenen Annahmen der Form ——A4 — A. O

BEMERKUNGEN.
(i) Entsprechende Aussagen gelten auch fiir Annahmen der Form A V =4 (tertium
non datur) oder ((4— B) — A) — A (Peircesche Formel), da diese klassisch



4 INTUITIONISTISCHE LOGIK 49

dquivalent zu ——4 — A4 (doppelte Negationsbeseitigung) sind. Jedes dieser
logischen Prinzipien ist in diesem Sinne charakteristisch fiir die klassische Logik.

(ii) In intuitionistischer Logik sind diese Prinzipien jedoch nicht dquivalent. Es ist

FNI(A V —|A) — (—|ﬁA — A),
Fai(AV—4) = ((A—B)—A4)— A),
Fani(——A4 —=A4) = (((A—B)—=A4) — A),

aber

%NI(_‘_‘A —)A) — (A V _\A),
Fai(((A—=B) —A) — A) — (AV —A),
Fai(((A—=B) = A) = A) — (——A— A).

(iii) Durch Hinzunahme schwicherer Prinzipien erhilt man sogenannte superin-
tuitionistische Logiken (intermediate logics), die zwischen intuitionistischer und
klassischer Logik liegen. Ein Beispiel ist Dummetts Logik, die man durch Hinzu-
nahme von (4 — B) V (B — A) erhilt.

4.4 Kripke-Semantik

MOTIVATION.
Bei einem schwachen Gegenbeispiel fiir das tertium non datur wird von einer bisher
noch unentschiedenen Aussage A ausgegangen. Es ist aber nicht ausgeschlossen, dal3
zu einem spateren Zeitpunkt ein Beweis fiir 4 gefunden wird. Diese Situation 146t sich
so darstellen:

ki o A

koO

Der Zustand k, reprasentiert unseren gegenwartigen Wissensstand beziiglich 4: Wir
wissen weder ob A4 gilt noch ob —4 gilt. Der Zustand k; reprasentiert einen spéateren
Zeitpunkt, in dem ein Beweis fiir 4 vorliegt, wir also wissen, daB3 4 gilt. In ky konnen
wir somit A4 nicht behaupten. Wir konnen aber auch —4 nicht behaupten, da ein
spaterer Zustand k; in dem A gilt nicht ausgeschlossen ist. Folglich konnen wir in
ko auch 4 V -4 nicht behaupten, da wir dazu in &k, entweder 4 oder -4 behaupten
konnen miiB3ten.

Definition 4.8

Ein (junktorenlogisches) Kripke-Modell ist ein Tripel # := (K, <,IF), wobei (K, <)
eine nicht-leere partiell geordnete Menge ist, und I (lies: forces) eine zweistellige
Relation zwischen Elementen k aus K und (junktorenlogischen) Formeln ist, so daf3
fiir atomare Formeln A4 die folgende Monotoniebedingung gilt:

Wenn k-4 und k < k', dann k' I A4.



4 INTUITIONISTISCHE LOGIK 50

Die Elemente k£ von K werden als Zustdnde oder mogliche Welten bezeichnet. k IF A
liest man .,k forces A oder ,,in k gilt A%.
Die Relation I- wird durch folgende Klauseln auf nicht-atomare Formeln erweitert:

(i) kIFAAB:=kl-FAund k- B,

(i) kIFAV B :=kl-Aoder k|- B,

(iii) kIFA— B := Furalle k¥’ > k: wenn k' |- A, dann k' I B,

(iv) nicht kI- L (bzw. k¥ L), d. h. es gibt kein Element k aus K, so daB L in k gilt.

BEMERKUNGEN.
(i) Aus der Definition folgt, daB k I- —4 genau dann, wenn VK’ > k (k' ¥ A4).

(ii) Desweiteren gilt k I- =—A4 genau dann, wenn Yk’ > k -Vk” > k' (k" ¥ A), da
dann Vk' > k (k' ¥ =A) und somit k I ——A4. Klassisch ist dies dquivalent zu
k' > k 3k" > k' (k" IF A).

Lemma 4.9
Jede beliebige Formel A erfiillt die Monotoniebedingung, d. h. es gilt fiir alle k. k' € K :
Wenn k- A und k < k', dann k' I+ A.

BEWEIS.

Per Induktion iiber dem Formelaufbau. Betrachte als Beispiel den Fall 4 = B — C:
SeiklFB—=Cund k < k’. Wenn kK’ < k" und k" I B, dann ist auch k& < k” und
k" - B. Wegen k |- B — C gilt dann auch k" |- C. Somit gilt fir alle k” > k’: Wenn
k"IFB,dann k" IFC,d. h. k'IFB—C. O

Definition 4.10
(i) Eine Formel 4 ist giiltig in k in einem Kripke-Modell ¥  genau dann, wenn
klIFA.

(ii) Eine Formel A ist giiltig in # genau dann, wenn k |- A4 fiir alle k € K (Notation:
I A).

(iii) Fir eine Menge X von Formeln gilt X I- A4 genau dann, wenn in jedem Kripke-
Modell 27, in dem alle B € X glltig sind, auch A giiltig ist, d. h. wenn fiir alle
B € X gilt: Wenn 7 | B, dann 7" I A.

(iv) Eine Formel A4 ist Kripke-giiltig (kurz: giiltig) genau dann, wenn X = (), d. h.
wenn () IF 4 (kurz: I- A4).

BEMERKUNG.
Ist k¢ der kleinste Zustand in der partiell geordneten Menge K. dann gilt aufgrund
Monotonie (Lemma 4.9): 4 ist giltig in ¥~ genau dann, wenn A4 gliltig in k ist.

BEISPIELE.
Wir betrachten atomare Formeln A4, B.
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(i)

——=A4V —A4 ist nicht Kripke-gﬁltig. Sei K = {ko, ki, kz}, ko < ki, ko < k, und
kilFA. ¢ = (K, <,IF) kann durch folgendes Diagramm repréasentiert werden,
wobei neben jedem Zustand & € K nur jene atomaren Formeln 4 notiert werden,
fiir die k I+ A gilt, und die Pfeile die partielle Ordnung durch < auf K ausdriicken:

ki o A k) ®

N

k().

Wegen ki I- A gilt ko ¥ =4, und da k; IF = A4, gilt ko ¥ ——A.
Somit gilt ko ¥ =—A4 V =4, und ¢ ist ein Kripke-Gegenbeispiel fiir ——A4 V -4,
d.h. =—=A4 Vv =4 ist nicht Kripke-giiltig.

——A4 — A ist nicht Kripke-giiltig. Im Kripke-Modell
kl [ ] A

|

ko.

gilt ko ¥ A, und wegen k; I 4 gilt ko I- =—A4 (vgl. Bemerkung (ii) zu Definition 4.8).
Somit gilt kg =——A4 — A, d.h. =——A4 — A ist nicht Kripke-giiltig.

(iii) (4— B)V (B — A) ist nicht Kripke-giiltig. Das Kripke-Modell

kl.A kQOB

N

k().

ist ein Kripke-Gegenbeispiel fiir (4 — B)V (B — A): Da k| W Bist kW A — B,
und da k, ¥ 4 ist ko¥ B — A. Folglich gilt k¥ (A — B)V (B — A). d.h. die
Formel (4 — B) V (B — A) ist nicht Kripke-gultig.

(iv) (4 — B) — (—AV B) ist nicht Kripke-giltig. Im Kripke-Modell

k3 L] A,B

/N

k10B kzOA,B

N

koO

gilt k3IFA4— B, und k| I- 4 — B gilt wegen kI B und k; I B. Somit gilt mit
ko ¥ A und wegen k, |- B auch ko I- A — B. Allerdings gilt ko ¥ =4 wegen k, IF A4,
und da ko B, gilt k¥ =4V B. Folglich gilt ko¥(4 — B) — (=AV B), d.h.
(A — B) — (—AV B) ist nicht Kripke-giiltig.
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